Kangurun — Matematikens hopp

Benjamin 2012, svar och [osningar

Hir foljer svar, rittningsmall och redovisningsblanketter. Forutom svar ger vi ocksa losningsforslag.
Ett underlag till hjilp for bokforing av klassens resultat finns att himta pa niitet.

Ritta elevernas losningar och redovisa resultaten pa webbadressen ncm.gu.se/kanguru/

Om du fir problem med att redovisa via nitet, hor av dig till oss pa kanguru@ncm.gu.se

eller pa telefon 031786 69 85. Vi ber er redovisa era resultat senast 27 april.

Uppmirksamma girna goda prestationer i klassen och i skolan. Vi delar inte ut ndgra priser, men
namnen pa de elever som fatt bist resultat, i varje arskurs, kommer att publiceras pa webben. Dir
publiceras ocksa 1osningsfrekvenser pi alla uppgifter liksom en sammanstillning av hur elevernas
resultat fordelar sig pa olika poingintervall. Du kan sedan jimféra dina elevers resultat med 6vriga
elever i samma aldersgrupp och du kan se om de problem som dina elever hade svért for ocksa var
svara for andra. Vi ir medvetna om att redovisningen tar tid, men vi ber er inda att redovisa resul-
taten. De ir virdefulla for oss och férhoppningsvis ger en sammanstillning av klassens resultat dven
er ett bra underlag for vidare arbete. Manga efterfragar ocksi en sammanstillning med losningsfrek-
venser och denna blir forstds bittre ju fler som redovisar. Vi har valt att inte ta ndgra deltagaravgifter,
vilket man gor i flera andra linder. Att lita er skota rittning och redovisning av resultat ir ett sitt att
hélla kostnaderna nere.

Lt eleverna fd en ny chans att lésa de problem de inte hann med

Endast nigra enstaka elever hinner att 16sa alla problem under tivlingstillfillet. Ordna dirfor girna
ett extra tillfille utom tivlan, dir klassen kan losa problemen utan tidsbegrinsning. Méanga skulle
sikert utmanas av de svarare problemen.

Arbeta vidare med losningarna

De flesta problem kan 15sas pé flera sitt och med olika representationsformer. Lat eleverna férsoka
hitta olika metoder, beskriva sina losningar och jimfér metoderna. Se efter bade likheter och skill-
nader. Prova om losningsmetoden ir generell, tex genom att indra de ingdende talen. Lit eleverna
fa uppticka, eller visa dem, hur samma lésning kan presenteras pé olika sitt, tex med ord och med
symboler. Det ir viktigt att eleverna far uttrycka sina losningar pa mer in ett sitt. Att kunna gd mellan
olika representationsformer ir viktigt for att utveckla forstéelse.

Arbeta vidare med problemen
Efter redovisningssidorna i detta dokument foljer forslag till hur ni kan arbeta vidare med problemen.
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Kdangurutavlingen 2012

Svar och l6sningar — Benjamin

. C 15m Nir mittdelens 3 m tagits bort aterstar 3 m att fordela lika pa tva sidor.
6-3=3; 3/2=15.

2. A 8 Varje sida blir dubbelt sa lang.
Om sidan blir dubbelt sa lang blir arean fyra ginger sa stor.

3B De tirningar som ligger intill den dolda tirningen har bokstiverna
C,DochA.

4D 3 Fran varje punkt (stad) ska det utga

4 strickor (vigar).
Totalt finns det % — 10 viigar.

7 ir utritade, alltsd saknas 3.

5 C Alternativen A, B och E idr mojliga att skapa, men de monstren ir
ofullstindiga. I alternativ A och E anviinds inte alla sexhérningarnas
mittpunkter och i B ir de inte ssmmanbundna.

Alternativ D dr inte konstruerat utifrin mittpunkterna i figuren.

6: A Det dvre myntet ska rotera ett fjirdedels varv och forflyttar sig
ﬁ samtidigt ett fjirdedels varv utefter det undre myntet, som om
de vore tva kugghjul.

7. E 2,30och6  Endast bit 2 passar i mitten och da ska bit 3 ligga till hoger om den.
Det ger att det ir bit 6 som ska sitta i dvre hogra hornet.

8. E 6imorse  Tidsskillnaden mellan Madrid och San Fransisco ir 9 timmar.
Madrid dr 9 timmar fore San Fransisco.

9: B 20kg Om ballongerna lyfter varsin korg med innehall klarar de 160 kg.
Tillsammans klarar de 20 kg mer, vilket alltsa dr det som en extra korg
skulle viga.
Med ekvation:
Antag att det som en ballong kan lyfta inklusive korg ir M kg.
och att korgen viger m kg.

M =m+80o0ch2M =m + 180
2M — M =m + 180 — (m + 80)
M =100 ger m =20

10: C baragron  Ettrott och ett blitt tal blir alltid en multipel av 3, dvs ett gront tal.

Alla roda tal kan uttryckas som ett gront tal — 2 och alla bl tal som
ett gront tal —1.
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Kdangurutavlingen 2012 — Benjamin, svar och lésningar

1. D

12: D 20cm

Fran start hoppar han 2 gdnger 2 rutor rakt uppét (pa kartan).
Andra hoppet gir 2 ginger (4 rutor at hoger och 1 ruta uppat).
Tredje hoppet ir 2 gdnger (3 steg nedat och tva steg it vinster).

Vi kan jimfora figurerna och rikna bort de strickor som ir lika.
Vi ser da att den viinstra figuren har tre delstrickor som den hogra
saknar. Det dr en sida som dr 10 cm och tva sidor som ir vardera 5 cm.

13: B Det dr mer olja in viniger och vatten tillsammans

14: B 72 cm?

15: D 6 ginger

16: D75
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Vi utgér frin mingden vatten och kallar det for x. Vi far d att
mingden olja dr 3x och mingden viniger ir 1,5 x.

Sen kan vi undersoka alternativen.

eller:

Mingden olja ska vara biade dubbelt och tre ginger s stor som négot.
Vi viljer ett tal som enkelt kan delas i bade 2 och 3, tex 12.

L4t oss anta att mingden olja dr 12. D4 far vi att mingden viniger ir 6
(hilften) och mingden vatten ir 4 (en tredjedel).

Utifrén dessa tal kan vi undersoka alternativen.

Vikan ersitta 12, 6 och 4 med vilka andra taltrippler som helst som har
samma inbordes relation.

Ombkretsen bestar av 14 kvadratsidor. En sida dr alltsd 3 cm.
Arean pd varje kvadrat ir dd 9 cm?, totalt 72 cm?.

Man kan se bollen da den faller forsta 10m
gingen, direfter nir den studsar upp ]
mot 8 m ( % av 10) och niir den ir pa 8m

vag ner igen.

Nista studs gar till % av8m, 6 % m (6,4m),
och vi ser bollen pa viig upp och pa vig ner.
Sen studsar bollen upp till % av 6,4m,
vilket ir 5,12 m och d4 ser vi hur bollen
vinder utanfor fonstret.

Det blir sammanlagt sex génger.

64 m

(1 s e

marken

Vi vet att 4 barn ir 6 ar och att minst 5 barn ir 8 ar.
Det ir 9 barn, vilket innebir att det ir precis 5 barn som ir 8 ar och att
de tre dterstiende méiste vara 7,9 och 10 ar gamla. Vi far fordelningen:

ar antal

6 4

7 1

8 5

9 1

10 1 Medelvirdet: 4-6+7+8-5+9+10 = 90. %: 75.

Medelvirdet ir 7,5. Det betyder att barnen i genomsnitt var 7 r och 6
ménader, dvs 7 och ett halvt r, forutsatt att dldersangivelsen ir
néagorlunda exakt.
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17: A 80och10

1I8: B 5

19: E

20: D 16 cm?

21: C5
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[ ringarna pa vardera sidan om 12 méste vi skriva 10 och 11.
Intill 11 méste det pa andra sidan std 9, eftersom 10 redan stér i ringen
intill 12. T ringen pa andra sidan 10 méste det dirmed st 8.

Eftersom vi vill ha sé fd kvadrater som moijligt giller det
att hitta s stora som mojligt. Den storsta mojliga, 6x 6,

ger dock sju sméakvadrater dessutom. Aven 5x5 ger flera
smékvadrater. Men med kombinationen av en 4x4 och |

tva 3x3 far vi bara tvd ytterligare kvadrater, tva st 2x 2.

Alternativ A kan uteslutas diarfor att forsta kolumnen ol Te]2
har O samtidigt som &versta raden har 4. o |1
Summan av antalet markerade rutor i raderna maste vara  |® e 2
densamma som summan av antalet markerade rutor i ol 12

2122

kolumnerna. Det gor att alternativ B kan uteslutas. en milig lisning

Alternativ C kan uteslutas di det inte ska vara nigra markeringar i de
tvéa nedre raderna vilket gor det omdoijligt att £4 3 i kolumnerna.
Alternativ D ska ha en rad och en kolumn tom och tva rader och tva
kolumner med 3 i varje, vilket inte gir att kombinera med att en rad
och kolumn endast ska ha 1.

Med alla vikningar och sidor utritade ser vi att
de bada rektanglarna tillsammans har lika stor
areasom ; av den ursprungliga kvadraten, dvs
16 cm?.

Eller:

Kvadratens sida dr 8 cm och den forsta
vikningen delar sidan mitt itu. Lingden pa de
gra rektanglarna ir lika med den halva sidan,
alltsé 4 cm.

Den andra vikningen bildar en triangel som kan ses som en halv kvadrat
med sidan 2 av den stora. Den korta sidan pa den gra rektangeln ir
alltsd 2 cm. Arean av en rektangel ir 8 cm?.

Tre ental C + C + C ska ge entalssiffran 2.

Den enda méjligheten dr C = 4.

Det ger att B+ B +1=11(21 gir inte, det skulle innebira att B =10 och
1 skulle innebira att B = 0 och att ett husnummer borjade med O, vilket
de inte gor, B dr alltsd 5. A=8.



Arbeta vidare med Benjamin 2012

Nu ir tivlingsdelen av Kingurun avslutad, men vi hoppas att problemen ska kunna vara underlag for
manga intressanta diskussioner. I samband med genomgang passar det bra att lita eleverna resonera
sig fram till losningarna i grupp. Lat alla forst fa mojlighet att 16sa problemen pa egen hand om de inte
hann det i samband med tivlingen.

Diskutera gruppernas losningar i klassen och jaimfor idéer och angreppssitt. Lat ocksd elev-
erna fa granska kamraternas losningar: Har de tagit hinsyn till alla forutsittningar? Ar de tydliga?
Ar resonemanget korrekt? Fungerar l3sningsmetoden pa andra, liknande problem? Att analysera och
diskutera varandras losningar ir bra, men det kriver forstds att man arbetar lingsiktigt si att eleverna
vinjer sig vid att bide ge kritik pa ett konstruktivt sitt och att ta emot kritik. Om de redan frén borjan
far uppleva att det ir en del av undervisningen kan det bli en naturlig och uppskattad form av arbete
med problem.

Att presentera en [6sning som andra kan folja och som ir korrekt uppbyggd ir nigot som eleverna
maste i tid och mojlighet att utveckla med hjilp av lirare. Vilj nigra av drets problem och arbeta
igenom lésningarna noga och gor en riktigt genomarbetad redovisning.

Alla problem kan naturligtvis diskuteras utifran valda losningsmetoder. De flesta problem kan lésas
pé olika sitt och det iir alltid bra att jimfora dessa och se pa likheter och skillnader. Det ir ocksd bra att
beskriva l6sningarna med hjilp av olika representationsformer, konkret material, bilder, muntligt eller
skriftligt tal och med symboler. Jimfor de olika formerna och se hur det konkreta uttrycks i ord och
med symboler. Nagra frigor att aterkomma till nir problemet ér 15st:

— Kontrollera att Idsningen verkligen svarar mot fragan. Ar det ett rimligt svar? Hur vet vi det?
— Padminner problemet om nigot annat problem vi lost tidigare?

— Vilka kunskaper hade vi nytta av nir vi loste problemet?

— Vilka nya frigor kan problemet viicka?

— Lirde vi oss nigot nytt av problemet?

G4 ocksa igenom de felaktiga svarsalternativen och resonera om varfor dessa inte ir riktiga. Lat elev-
erna gora forindringar i uppgiften si att de andra alternativen blir riktiga. Utmaningen kan vara att
gora sa sma forindringar som mojligt.

Matematiskt arbete handlar mycket om resonemang. Elever behover fi resonera om bade
matematikinnehéillet och om strategier for att utveckla sin matematiska kompetens. Lat dem ocksé fa
argumentera for sina 1dsningar och sina val av metoder. [ arbetet med alla problem bor férméagorna att
resonera och argumentera vara centrala.

I samband med diskussion av problemen kommer ett antal termer att aktualiseras. G& igenom dem.
Lit eleverna anviinda och sjilva f4 definiera olika begrepp och dterkom till dem i olika sammanhang.
For definitioner hiinvisar vi till Matematiktermer for skolan (Kiselman & Mouwitz, 2008)

Hir har vi sorterat forslag under nigra rubriker. Naturligtvis kan flera av problemen ocksa passa
under andra rubriker. Manga problemtyper dterkommer &r fran ar, i olika skepnader och i olika varian-
ter. Hir har vi hinvisat till nigra gamla problem som kan anviindas i sasmband med arbetet med arets,
men det finns méinga fler att himta pd Kingurusidan pa nitet, ncm.gu.se/kanguru, dir alla tidigare
omgéngar dr samlade.

Tidigare problem inom omradet geometri finns dessutom samlade i boken Geometri och rums-
uppfattning med kdnguruproblem. Lis mer om den pa ncm.gu.se/node/4742.
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Kangurutavlingen 2012 — Benjamin, arbeta vidare med

Problemldsning — resonemang

9.

13.

Ballongerna och korgen. Problemet ir av en klassisk problemtyp, ett mer kiint och
gammalt exempel handlar om en flaska med en kork:

En flaska med kork kostar 1 kr 10 ore. Flaskan kostar 1 kr mer &n korken. Vad kostar flaskan
och vad kostar korken?

Variera problemet med andra vikter och med andra ssmmanhang. Diskutera med
eleverna vad det dr som gor problemet komplicerat.

Lat eleverna konstruera liknande problem, da far de en bild av hur problemen ir
konstruerade.

Tidigare problem: Cadet 2001: 16; Cadet 2003: 17, Adventskalendern 2011-12-07.

Olja och vindger. Hir ir de sprakliga uttrycken viktiga. Diskutera vad uttrycken
"dubbelt sd mycket som” och "tre ginger sd mycket som” innebir. Hur ska det uttryckas
med symboler?

Om vi har x dl vatten och dubbelt sa mycket olja kan vi skriva: mingden olja = 2x.
Det ir alltsd inte oljemingden som ska dubbleras. Detta ir en nyckel for att forstd hur
man skriver algebraiska uttryck. Gér midnga exempel gemensamt och 1at eleverna
formulera bide muntligt och med symboler och genom att rita figurer.

I den hir typen av problem handlar det ocksd om att se pé relationen och hur ménga
delar den totala mingden har. Om vi har dubbelt sa mycket olja som vatten ir
relationen 2:1 och det ir totalt tre delar det handlar om.

Problemet passar bra for att visa olika 16sningsmetoder. I avdelnngen "svar och
losningar” har vi visat en algebraisk och en resonerande l6sning. Resonemang kan
forstas se olika ut. Hir ir ett annat:

Alternativ A ir fel eftersom vi vet att det dr dubbelt sa mycket olja som viniger.
Alternativ D ir fel eftersom vi vet att det ir tre gdnger sd mycket olja som vatten.
Alternativ E ir fel eftersom vi vet att det dr mer viniger in vatten. Mingden olja ir
dubbelt sd stor som mingden viniger, men tre ginger miangden vatten. Alltsd dr det
minst vatten.

Aterstar att underska alternativen B och C. Ar det mer olja in vatten och

viniger tillsammans eller ir det mer viniger in olja och vatten tillsammans? atten
1 atten
Alternativ B: Mingden vatten ir % och miingden viniiger ir 3 av mingden olja, i
% + % = % . Det ir alltsd mer olja in viniger och vatten tillsammans. Sant. IJ’
olja
Alternativ C: Vi vet att det dr dubbelt s mycket olja som viniger. For att olja
mingden olja och vatten ska bli stérre in mingden vindger méste mingden olja
vatten vara minst lika stor som mingden viniger. oIz
Vi vet att det dr mindre vatten ( % av oljemingden) in viniger ( %) Alltsa falskt. IJ'
olja
Vi kan ocksa rita en enkel bild dir vi férdelar ingredienserna. vin.
. 1 ) vin.
Négra tidigare problem: Cadet 2001: 4; Ecolier 2003: 16. :
vin.
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15.

19

Den studsande bollen. Nir vi 16ser det hiir problemet har vi stor nytta av en bild.
Vimaste bade ha kontroll pa vid vilken héjd bollen vinder och var fonstret ir.
Dessutom maste vi hélla rikning pa antalet studsningar.

Problemet handlar ocksd om brak. Manga uttrycker nog girna talen i decimalform, inte
minst for att det handlar om miitetal. Passa pa att jamfora formerna brik — decimalform
— procent. Diskutera nir det kan vara bittre att anvinda en viss form.

Hir handlar det ocksd om upprepade multiplikationer med samma tal, % : % . %.
Det kan uttryckas i potensform ( % )3. Vi kan ocks3 skriva decimalformen som en
potens: 0,83, Om eleverna inte har arbetat med potenser kan detta vara en inledning,
Forindra da problemet si att det handlar om ndgot som hela tiden férdubblas, tex

antalet bakterier.
Ett nirliggande problem ir det klassiska med riskornen pé schackbridet, med varianter:

Kalle ska forhandla om en ersattning for disken under sommarlovet. Han foéreslar antingen
1 kr forsta dagen, 2 kr andra dagen, 4 kr tredje dagen, 8 kr fiarde dagen och sa vidare, eller
100 kr varje dag. Vilket alternativ ska foraldrarna foredra? Tycker du att hans fordldrar ska
acceptera det?

En intressant utveckling att studera och fundera éver ir vad som hinder om vi
upprepade ginger halverar nigot. Arbeta konkret med ett paper som ni delar mitt itu.
Dela sedan ena halvan mitt itu etc. Resonera om vad % + % + % + % + % + 6—14 +...
nirmar sig for tal.

1+2+3+4...0och % + % + % + % + 3—12 + 6i4+...'eir exempel pa geometriska serier.

Rutorna. For att 16sa detta dr det bra att kunna resonera logiskt. Logik handlar om vad
som dr nodvindigt, mojligt eller omojligt utifrin vissa forutsittningar.

”Om en rad innehéller fyra roda rutor, si kan inte en kolumn innehalla noll réda rutor.
Alltsd kan det inte vara A”.

Forsok att hitta flera mojliga sitt att fargligga, som dnda stimmer med markeringarna.
Anvind girna konkret material.

Diskutera de felaktiga alternativen och lit eleverna fa justera dem sé att de stimmer,
med minsta mojliga férandringar.

Vi kan ocksd anknyta till Sudoku, som finns i olika svérighetsgrader och som manga roas
av. I bidda problemtyperna maste man tinka pa att det ska stimma bide i rader och i
kolumner.

Nigra tidigare problem inom dessa omriden:
Ecolier 2011:16, Benjamin 2010:10, Student 2010:11; Cadet 2008:2; Ecolier 2007: 7; Cadet
2005:2; Ecolier 2004: 5 och Cadet 2004: 3.

Grafteori, kombinatorik

4
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Vigarna mellan stiderna. Aven hir finns det olika sitt att tinka:

"Det ska ga fyra viigar frin varje stad” eller "om jag drar fyra vigar frin forsta staden
behover jag bara dra tre till frin andra, osv”. Jimfor de olika metoderna. Uttryck dem
ocksa med symboler och gor exempel med olika antal stider. Hur 6kar antalet vigar nir
stidernas antal 6kar?
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Problemet piminner om det som ofta kallas Handskakningsproblemet.

Tolv gaster pa ett kalas halsar alla pa varandra. Hur manga handskakningar blir det
sammanlagt?

(Vi riknar det som en handskakning niir tvd personer hilsar pa varandra, iven om de
star och skakar sina hinder en lang stund).

Beroende pé hur vi resonerar leder det fram till tva sitt att berikna antalet:

I: Den forste hilsar pa 11 personer, nista pa 10 etc: 11410+ 948+ ... +1, eller

2: 12 personer hilsar pa 11 andra, men varje handskakning riknas tvd ginger, sd vi maste
12-11

divideramed 2;: =5 .

Problemtypen kan varieras pd ménga sitt och illustreras med dramatisering, med

konkret material och med bilder. Lis mer i Benjamin 2010: facit och att arbeta vidare

med, som finns tillgingligt pa Kingurusidan pa niitet.

I det hir fallet giller det att finna hur méanga sitt det finns att kombinera stider med
varandra med hjilp av ett antal viigar, sa det ir en uppgift inom omradet kombinatorik.
Det handlar ocksa om grafteori, och di kallas knutpunkterna (stider i det hir fallet)
for noder och vigarna emellan kallas bdgar. Det finns ett antal klassiska problem inom
detta omrade, Kinigsbergs broar ir kanske det mest kinda. (Sok pa Kénigsbergs

broar i Niamnarens artikelregister). Den forste som loste det problemet var Leonard
Euler. Vill man arbeta mer med Euler kan det passa att undersoka Eulers samband,
som handlar om sambandet mellan antalet hérn, kanter och omraden i polygoner (se
NimnarenTeMA Uppslagsboken, 2E. Detta Uppslag finns ocksa tillgingligt som pdf pa
Kingurusidan pa nitet)

Andra problem: Cadet 2004:11; Cadet 2001:8; Cadet 2001: 10.
Lis ocksé: Mikael Passare: Sesam dppna dig i Nimnaren nr 4, 2001.

Geometri
Som vanligt handlar flera problem om geometri. De limpar sig att undersoka konkret och
med bilder. Stimulera eleverna att beriitta om sina losningar, bilder etc med hjilp av korrekta
termer, som ni gemensamt definierar. Samtala om formernas egenskaper och jamfor olika
former med varandra — vad ir lika och vad ir olika? Hir har vi nigra forslag pd hur man kan
arbeta med geometriproblem, och i tidigare ars material finns mycket mer att himta. Dess-
utom hinvisar vi till boken Geometri och rumsuppfattning med Kdinguruproblem.

Flera problem handlar om grundliggande geometriska former, deras omkrets och area
samt relationer mellan dessa. Resonera om formernas egenskaper, se pa vinklar, sidor, horn
och diagonaler.

7. Pusslet. Diskutera olika strategier nir man ligger pussel. Borjar alla med ramen? Utgér
fran farger? Vilka bitar ir lidttast att hitta? Lit eleverna beskriva uppgiftens pusselbitar
med ord. Hur kiinner vi igen kantbitar? Hornbitar? Vi siger kantbitar pa ett pussel, men
sidan pé en rektangel. Gor eleverna uppmirksamma pa termerna kant, sida och horn
och hur de anviinds i olika ssmmanhang, matematiska och vardagliga.

Pusselproblem har funnits manga génger i kingurun, bla Benjamin 2003:5 och 14. 1
Geometri och rumsuppfattning med Kdnguruproblem finns flera sidana samlade och
kommenterade. Se ocksd Nimnaren Uppslaget, 2004:2, Visualisering i tysthet, som finns
pa ArkivN pd Nidmnaren pa niitet.
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2.

12.

Mynten i kvadraten. Undersok rektanglar, som inte nodvindigtvis ir kvadrater for olika
antal mynt. Lat eleverna konstruera frigor till varandra, tex: vilken omkrets skulle en
rektangel (som inte ir en kvadrat) f4 om den ska rymma 16 mynt?

Undersok hur manga olika rektanglar som kan byggas med ett visst antal stickor, tex 24.

Har tva olika rektanglar med samma omkrets ocksi samma area?
Konstruera olika rektanglar med samma area. Hur vet vi att arean ir densamma?

Tidigare problem: Ecolier 2002:13.

Sexhdrningarna. Resonera utifran alternativen, varfor ir de fel? Jimfor med
instruktionen. Lt eleverna rita alternativen i figuren. Ett kopieringsunderlag med
figurer finns pé nitet.

G4 igenom vad minghorningarna heter, bide oregelbundna och regelbundna. Jimfor
antalet sidor med antalet horn. Det ir inte sikert att eleverna har reflekterat éver det.

Undersok hur ménga trianglar av olika storlek som gir att se i alternativen A, C och E.

Arbeta med tesselleringar. Undersok med vilka regelbundna manghorningar kan vi
ticka en yta, utan att éverlappa och utan att det uppstar hal.

Det finns bara tre: sexhorningar, kvadrater och liksidiga trianglar. Resonera om varfor.
Hur kan vi kombinera olika regelbundna méinghorningar och ticka en yta?

Undersok girna golv och kakelmonster i verkligheten eller pa bilder fran t ex kyrkor.

Lis Gunilla Borgefors: Tessellationer — konsten att dela upp planet i regelbundna monster
i Minniskor och matematik, NCM. S6k ocksd i Ndmnarens artikelregister.

Den sammansatta figuren. Resonera om att omkretsen indras men inte arean, och
varfor det dr sd. Att figurerna har olika omkrets beror bland annat pé att i den andra
figuren ligger fler pusselbitskanter (sidor p4 delarna) inne i figuren, sa de riknas inte
till omkretsen. Den enda pusselbit som forlinger omkretsen i den andra figuren ir
rektangeln, som ju i forsta figuren har alla sidor inne i figuren.

Lit eleverna forsoka gora egna liknande problem. Forsok att konstruera en figur
med delar som efter omflyttning har samma area och samma omkrets men ett annat
utseende utseende.

Ett problem som pdminner om detta ir drets Cadet 24, som kan vara en utmaning for en
del elever.

24. Tre strackor delar en triangel i fyra sma trianglar och tre
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fyrhorningar (se figuren). Summan av fyrhérningarnas
omkretsar ar 25 cm och summan av de fyra sma trianglarnas
omkretsar ar 20 cm.

Omkretsen av den stora triangeln ar 19 cm.

Hur stor dr de tre strackornas sammanlagda langd?

A 11 B:12 C 13
D: 15 E:16

Se ocksa Benjamin 2007:20;
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14. Atta kvadrater. Vilka olika omkretsar kan man 3 av kvadraterna? Vilken ir den storsta

20.

mdijliga och vilken ir den minsta mojliga?

Betrakta figuren som en utvikt ask. Hur stor blir volymen p4 asken niir vi viker upp den?
Lit eleverna undersoka en storre kvadrat, tex med sidan 20 cm. Klipp bort kvadrater i
hornen och vik upp sidorna s att det blir en ask. Hur ser den storsta mojliga ladan ut?
Den minsta?

Tidigare problem: Benjamin 2004:12.

Vikt papperskvadrat. Aven i problem 20 handlar det om vikningar. Arbeta laborativt
och undersok relationen mellan olika delomraden. Lt eleverna motivera sina svar med
hjilp av vad de vet.

Ge dem ocksa i uppgift att med hjilp av vikning konstruera omriden med en bestimd
area eller omkrets, tex vik s att arean blir hilften. Hur vet vi att det dr precis hilften?
Hiir passar det bra att anknyta till brak och att uttrycka areorna som brak.

Nira till hands ligger ocksa arbete med Tangram. Se tex Erkki Pehkonen: Uppslag;
Owvningar med Tangram i Nimnaren nr 3,1994 och Tangrampussel som finns pa
Strivorna 2C och 2A. Mer finns att hitta pi ncm.gu.se, skriv Tangram i sokrutan.

Vikning och vinklar behandlas ocksa i Cadet 2002:21

Klossbygget. Problem 3 handlar om att se en tvidimensionell bild som en
tredimensionell form. Manga elever behdver mycket trining i detta. Lat dem

bygga efter ritningar och ocksé rita av byggen de gor. Still frigor som far dem att
uppmirksamma hur ritblocket ir konstruerat: Ett plan ir uppbyggt av ett antal klossar i
ett antal rader och ritblocket bestdr av ett antal sidana plan.

Diskutera olika sitt att angripa problemet: nigon kanske delar upp kuben i tvd "plan”,
medan nigon annan resonerar utifrin grannklossar. Lat eleverna rita planen och bygg pa
med ytterligare en vaning.

Problem med klossar har funnits manga ganger i Kingurun, och i Geometri och
rumsuppfattning med Kinguruproblem finns de samlade, ordnade och kommenterade.

Myntrullning. I detta problem maste vi ocksé rotera formen. Det dr naturligtvis

enklare om man far gora det konkret. Undersok med verkliga mynt. Hir ir det tva slags
rotationer: bide myntets rotation pa det andra myntet och den rotation som uppstar pa
grund av att banan ir bojd. Lit eleverna fa resonera om detta och beskriva rotationen
med ord. Resonera om myntens inbordes lige.

Jimfor med kugghjul.

Se ocksd Cadet 2002: 2.
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11. Hipp och Happ. Lat eleverna beskriva Hipps hopp som antal steg och riktning.
Finns det andra viigar att komma till samma punkt, om man inte tar steget i ett hopp?
Hur skulle Hipp hoppa om han tog sig hela vigen i ett hopp?
Gor likadant med Happs hopp.

Lit eleverna rita manghorningar i ett rutnit. Med hjilp av riktning och antal steg kan de
sedan beskriva sina figurer fér en kamrat, som inte fa se bilden. Kamratens uppgift ir att
folja instruktionen och rita motsvarande figur pa ett eget rutpapper.

Ligg in ett koordinatsystem i bilderna déver Hipps och Happs hopp, och diskutera
punkterna med hjilp av koordinater. Lit eleverna i par géra motsvarande évning som
ovan, men med hjilp av koordinater.

Anknyt girna till kartor och GPS.

Statistik

16. Fodelsedagskalaset. Om vi vill behalla medeltalet nir nagra gir — vilka ska bort?
Om vi vill att det ska hojas? Sinkas?
Variera villkoren, indra exempelvis till att tre barn var 6 &r och undersok vad som

hinder.

Undersok hur olika forindringar paverkar medeltalet.

Beriknar medeltalet av dldrarna i en familj (kan vara verklig eller fiktiv) och 1t det fodas
ett barn. Vad hinder?

Jimfor hur en persons dlder paverkar medeltalet i en stor familj, en slikt, stora
populationer, hela landet?

Studera befolkningsstatistik. P4 Statistiska centralbyrdns webbplats, www.scb.se, finns
bland annat en tabell éver Sveriges befolkning 31 dec 2011. Dir kan vi se att det d4 fanns
3 personer som ir 110 ar eller ildre och 769 hundradringar.

Hur méinga barn f6ds det ungefir under ett ar i Sverige?

Behandla begreppet median, det mittersta virdet. Vilken ir medianen p4 aldrarna i
exemplet. Lt eleverna rikna om sina &ldrar till manader (for att fa bittre virden att
arbeta med) och berikna klassens medianalder. Jimfér med medeltalet.

[ detta sammanhang passar det bra att diskutera varfor vi inte kan skriva 12 r och

4 manader som 12,4 ar. Det ir ett skrivsitt som férekommer, men som inte ir korrekt.
Vad skulle 12,4 ar innebira? Varfor limpar sig inte decimalform nir vi skriver ar?
Motsvarande problem har vi nir det handlar om timmar, minuter och sekunder. 1,12
timmar ir inte detsamma som 1 timme och 12 min. Hur skulle 1 timme och 12 minuter
skrivas i decimalform?

Manga elever i den hir dldern tycker att det ir roligt att gora pa ovintade sitt. Lit dem
undersoka hur vissa tider skulle uttryckas om de skrevs i decimalform. Kanske kan ni
sedan tarasti0,25 timme.

Tidigare problem: Cadet 2011: 12; Cadet 2004:16.
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Tid

8. Tidszoner. Att fundera 6ver hur mycket klockan ir pa olika stillen pa jorden just nu

tycker manga barn ir spinnande. Var har de just vaknat? Var gir de och ligger sig
nu? Var pa jorden ir det fortfarande igar? Redan i morgon? Manga har telefoner med
klockor dir vi snabbt kan fa reda pa tiden pé andra stillen.

Varfor har vi inte samma tid jorden runt? Undersok tidszonerna med hjilp av en karta.
P4 nagra stillen ser vu tydligt att tidszonerna ir en anpassning till minniskan, att de
inte enbart beror pa solens lige. Diskutera varfor vi har detta system. I samband med
arsskiftet bytte republiken Samoa tidszon. De strok 30 december ur almanackan och

i stillet for att tillhora den sista tidszonen tillhor de nu den forsta. Orsaken var rent
praktisk, det dr mer limpligt att ligga tre timmar fore de viktigaste handelspartner in 21
timmar efter.

Tal

Négra problem handlar forstas om tal. Att resonera om tal, undersdka och prova, och att
leka med tal hjilper eleverna att utveckla sin taluppfattning. Problem om tal ir bra for att
fa iging resonemang och diskussion kring talens egenskaper.

L

18.
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Skrivtavlan. Problemet kan vid forsta anblick uppfattas som ett geometriproblem, men
det handlar egentligen om tal, fast de ir geometriskt representerade. For manga elever
ir det ett stod att kunna se talen som bilder, och det hjilper dem att forsta och tinka
kring tal.

Vad hinder med den hogra delen om vi forlinger eller forkortar den vinstra?
Om vi forlinger den hégra med 0,5?

Om den hogra ir dubbelt si bred som den vinstra? vanstra delen hogra delen

15-05 15+05
Gor en tabell och undersok systematiskt:

1,5-1 1,5 +1

1,5+ 1 1,5-1

gd over till algebra: ~ 15+a 15-a

Hur stort kan a vara.

Fatimas kvadrater ir ett bra exempel pa sambandet mellan geometri och aritmetik. Vi
kan se pa talen geometriskt, hir som rektanglar, men ocksa behandla dem enbart som
tal. Om vi formulerar om det:

Uttryck talet 42 som summan av kvadrater, dir sidan inte kan var storre in 6.

Vilka méjligheter finns det, om vi inte behover tinka pa att det ska vara sa fa som
mojligt? Om vi inte behover begrinsa oss till att de ska finnas inom ramen 6-7?

Forsok att skriva alla positiva heltal som summan av s fa kvadrater som moiligt.
Det gir att uttrycka alla naturliga tal med hogst fyra kvadrattal. Satsen dr bevisad av den
franske matematikern Joseph-Louis Lagrange (1736-1813).

Diskutera varfor svaret pa problemet blir storre in 4.
Varfor duger inte 1osningarna 42 = 5+ 42+ 1 eller 42 = 6242241417
Genom att ge problemet en geometrisk kontext har vi infort en begrinsning,

Se ocksa: Benjamin 2003:19
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10. Olikférgade tal. 1 samband med problem 10 kan vi diskutera delbarhet och
delbarhetsregler. Hur vet vi att ett tal ir delbart med 3? Med 9? Med 5? 10?

21. Gatunumren. I originalversionen av problemen fanns alternativet O pa problem 21.
Vi beslot att dndra det for att det inte skulle bli nigon diskussion. O ir en méjlig losning
pa problemet, om man bortser frin ssmmanhanget. Hir handlar det om nummer pa en
gata, och sddana borjar aldrig med O.

Lit eleverna forst forsoka hitta en annan lésning én 5.
Diskutera med eleverna om nir vi sitter O forst i ett tal, i matematiken och i
verkligheten.

Diskutera hur man kan resonera sig fram till 16sningen.
Gor egna liknande uppgifter, med olika antal siffror i talen.
Forsok att konstruera summor som har flera tinkbara losningar.

Kryptaritmer ir en form av talpussel som passar bra fér resonemang. Varje bokstav star
for en siffra, samma bokstav dr samma siffra. Hir dr nigra klassiker att a rbeta med:

SEND + MORE = MONEY
ETT+ETT=TVA

TEN +TEN + FORT = SIXTY
HALF + HALF = WHOLE

En formell 16sning bygger p4 att tal kan skriva pa formen: 100a + 10b + ¢
Skriv tal pa det siittet och se hur vi har forenklat vart skrivsitt:

Tre hundratal + fem tiotal + nio ental

3-100 +5-10+9 = 300 + 50 + 9 =359

Tidigare problem: Benjamin 2004: 14
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Ndmnaren. I varje nummer finns Problemavdelningen och Kingurusidan. Lis ocksé tidigare artik-
lar kring problemlésning. Nimnarenartiklar publicerade 1990-2009 finns fritt tillgingliga som
pdf-dokument pa Nimnaren pa nitet, namnaren.ncm.gu.se. Du finner dem via artikeldatabasen.
Under ArkivN finns alla publicerade Uppslag och Problemavdelningar samlade. Namnaren pa
nitet presenterar varje manad nya problem under rubriken Mdnadens problem.

Strivorna finns pa ncm.gu.se/stravorna. Dir finns aktiviteter, problem och artiklar samlade och
ordnade efter kursplanens beskrivning av matematikimnets syfte och mal.
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